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SUMMARY 
 
The lower extreme asymptotic is analised in this master’s work. I have analysed the marginal 
term ( )NkX  case, when sample size N is accidental. The ordinary accidental sample is taken from 
general set, what is spreaded along logistic low ( ) ( )+∞∞−∈
+
=
−
;     ;
1
1
x
e
xF
x
. 
I have searched for logistic dimensions minimum limiting distribution function in the 
investigative part. Than I’ve practised transfering theorem. My task is to find such normalization, 
along what logistic dimensions lower extreme distribution functions are geometrically ministable or 
asymptotically k-stable. 
I have proved in my job, that first lower extreme distribution function is geometrically 
ministable, and other distribution functions – asymptotically k-stable. 
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Tarkime, kad ),...,,( 21 nXXX ig_Wa+_ag_ `"hkdo&cU_h3`Rch3cfh3c	^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Nariai )(nkX  ir 
)(
1
n
knX +−  , kai 1≥k  fiksuotas, vadinami variacin £¤7¥F¦e§¨©O£¤«ª¬­F®"©3¦¯/¦­¦D¤°¯­¬"¦e­¦e¤(±  Kai 
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Šiame darbe tiriu  kraštin ¾  nar ¾  ( )NkX ¿·À+ÁFÂÂÃbÄÂeÅÆ=ÄDÇÈNÂeÆ N yra atsitiktinis. N ÁÉ È"ÂÊË ju ÁÄDÌÅÍ ¾ ¿·À+ÁFÂ
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. Straipsnyje [5] tiriami geometriškai stabilieji maksimumo skirstiniai. 
Û
Á Â
ÎÜÎ
ÁÄ
¾ rodoma, jog logistini Ý Ú Ñ ÚKÞ Â ÝßÆ"ÀÂÈNÆÄ3Â|ÊÂ|ÁFÂ  yra stabilieji maksimumo skirstiniai. Û Áﬃ×ÂeÁØ
Ê+ÅÊ+ÁFÉ È"Â	ÊËÍÁÃ5ÂÙÆNÄOÁÖ/ÂeÕeÂ|ÅÍ(ÂàÃJÂ	Ê/Â	ÃHØÃ5Ï Æ"ÀÂ|È"ÆÄ9Â	Ê+Â|Á Â|¿áÊËﬃÈÁâÁ&ÄÕDÂ	ÀÄOÁFÆãÄeÑÈNÂÃ5ÁÆäÆ"Ø À -aisiais apatiniais 
ekstremumais. Mano tikslas – patikrinti, ar Õ|ÏÉÂOÆÄ9Â	ÊÂeÁFÂ Ú Ñ ÚKÞ Â|Á Â  bus stabilieji minimumo skirstiniai, o 
ÄÁ Â
Î7Î
ÁÄ
Î
ÈÁÄOåFÆ"ÄÂÓdÂ|ÏÆ}Æ"È"ÂÄ3ÂÅFÆÄDÑÈ"ÂÃØ/ÆtÁ
Î
ÁÄ3Â	ÊÂ|Ý=ÅÀ/Æ"ÄDÈÅ(ÃØÃHÝÆ ÄDÈ9ØÀÄOÇÈÏ4ÃÆ(æ  
Taigi, tiriamojoje dalyje ieškau Õ|ÏÉ+ÂDÆÄ9Â	Ê+Â	Ý Ú Ñ Ú4Þ ÂÝçÃJÂ	Ê/Â	ÃHØKÃbÝèÈ"Â	Ö/ÂÊ/Â	ÝéÆXÀÂÈNÆNÄ3Â	Ê/ÂÝêæUë Î ÆNÀÁﬃÂ|× Â	Ø+Ï ju 
normalizavimo konstantas. ì ÁØ Ú Ï Ú ÁÃÁÉKÁØKÄDØÆﬁÈÅíØÕÄÁ(ÄØÆX¿qÕeÏÉÂDÆNÄ3Â	Ê/Â	Ý Ú Ñ ÚKÞ Â	ÝÁ Î Á(Ä9Â	Ê+ÂeÁÃ5ÆbÅÀ/ÆÄOÈÅÃbØÃHÁFÆ
taika Ø Î ÅÈÀ+ËÕOÂÃHÏxÄOÅﬃÏ4È"ÅÃîæ Toliau ieška ØxÄÏ4À/Â	ÝÊÏKÈ9ÃHÁÌÂ	Ã ÏxÀÏ4ÊïÆÄ3ÁÊ4ÄDÝ+¿1ÆNØÀØÈ"Â|ÏKÃ5ÂOÆHÕ|ÏÉÂOÆ"Ä3Â|Ê+Â	Ý Ú Ñ Ú4Þ Â	Ý
ÆXÀÂ	È"ÆNÄ3Â	Ê+ÂDÁﬃÂqÑÈÁÉÅﬃÏ4ÃÅÄDÈ"ÂDÓÀÁÂÆ"Ä3ÁÖ+ÂDÕ	ÇÆ  minimumo skirstiniai arba asimptotiškai k- ÆÄÁÖÂeÕ	Ç/Æ(æ ð vertinu šio 
normavimo privalumus lygindama gautus rezultatus su p ÅÈ9À+Ë ÕeÂÃÏ°ÄÅﬃÏKÈÅÃ5Ï+ÆtÈÅíØ/Õ	ÄOÁÄÁÂeÆæ   
ñ/ò|óôõ«öKóﬃ÷9ø+õ7ù	÷"úö4û4ò|óü/ý&þ&úß
 minimumo skirstinys (kai 1=k ) yra geometriškai stabilus minimumo 
skirstinys, o kiti – asimptotiškai k-   
óø/ò
  
			ﬁﬀﬃﬂ !#"%$&'	ﬀ(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*)+",)-./ﬃ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9:ﬁ46 ";	ﬁ07<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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MG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R SUTV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„Vir i ^ET:W*`7W*aj\ﬁX([TLe\ﬁZ^EZa kl%mn1oEpqAp m*rﬃkGsEt  
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}6mwyCxﬃq7l3w}k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1. BENDROJI DALIS 
$3,%5 ä,0$, 
 
Tarkime, kad ( )nXXX ,...,, 21 ŁŁﬃ8A X  paprastoji  3*:E ﬃb*b:L  su skirstinio funkcija F. 
Surašyki
1AHA1EL(,88I%
Gd78
 
)()(
2
)(
1 ...
n
n
nn XXX ≤≤≤
                                                                                                              (1.1) 
 
1.  j¡(¢L£¥¤ﬁ¦§A¢L¨.©8ª . [4] «ﬃ¬ﬁ­® (1.1) vadinsime variacine imties eilute, o jos elementus )(nkX  ( )nk ,1=  - k-
¯°7±,²°E³²±H´ﬃ°Cµ²¶G²·7¸ﬁ³@²±#±¯:¹¯²L±¯ ²
­
°C³²±;º
  
Jeigu k – fiksuotas, o ∞→n , tai )(nkX  vadiname k-tuoju apatiniu ekstremumu. 
 
2. A ¡»¢£¼¤¦§C¢¨©ª . [1] Skirstin ½  vadinsime geometriškai stabiliu minimumo skirstiniu, jei 
( ) ( ) ( )( ) ( )xFxpbXpaP XNk =<−                                                                                                 (1.2) 
¾
²¹ ( ) 0>pa , ( ) Rpb ∈ ; 
       
N
 – atsitiktinis dydis, nepriklausantis nuo iX , Ni ,1=  
²¿ÁÀ
¬
°E³
¬
¯L¿6²LÂ
­
¹A²´¹±%²±
­
²¿5±¯:Ã±
. 
 
3.  j¡»¢£¼¤¦§C¢¨©ª . [1] S ­ ²¿3±6¯²· ½  vadinsime asimptotiškai k-stabiliu, jei 
( ) ( ) ( )( ) ( )xFxpbXpaP kXNkp =<−→0lim                                                                                           (1.3) 
¾
²¹ ( ) 0>pa , ( ) Rpb ∈ ; 
       N  – atsitiktinis dydis, nepriklausantis nuo iX , Ni ,1=
²¿ÄÀ
¬
°E³
¬
¯¿6²LÂ
­
¹A²´¹A±+²±
­
²*¿5±I¯ Ã±
. 
 
1.2. M,1,080Ï5,%,1 S TEOREMOS 
 
Tarkime, kad nXXX ,...,, 21  – 
·
¬
´¿6²
­7Å
¹Æ(±+°C³²ÇEÈﬃ²
¬
·ﬃ°8É8¹A²8´ﬃ¹A±+²±
­
²*¿6±6¯ÃÊ¹;¯:±%²9¯d²
­
¯:²·7²*¹²7ÉCËﬃÉCÌ iai ir  
n1,j ),()( =<= xXPxF j                                                                                                          (1.4) 
P ¹ﬁÌﬁË8³@¸ kime:  
),,,min( 21 nn XXXW Í= .                                                                                                        (1.5) 
Tuomet 
( )( )nnn xFxWPxL −−=<= 11)()( .                                                                                          (1.6) 
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Pateiksime Î5ÏAÐÑﬃÒEÓAÎ%ÔÖÕ8×Ø6Ù*ÚﬃÎÑ8ØÓÜÛÝEÞ:ÙßﬃÚ7Î@à:×ß8ÕﬃáAÙ â+ÓGÙ )(xF , norint ÒÓØÓﬁßEÞ×7ÚÞ ÙKÕﬃÚCß»ÎÞÓﬁßEÞãäÎ5åﬁÕã 0, >nn dc  
åGÒCæÙÎ5ÞÓç7Ù*è@ÏGÔÎ3×NÕ8×Ø6ÙÚèÙÎ  
)()(lim xLxdcL nnn
n
=⋅+
∞→
                                                                                                          (1.7) 
visuose funkcijos )(xL  tolydumo ÞÓCéÕ×ﬃÚÎ,åEêÊëÙÓ )(xL  – neišsigimusi pasiskirstymo funkcija. Tok ì
ÕﬃÚEß8çåﬁØ6ÒEÓGçﬃÙè@ÏíçÓGîﬃÙ*ß(Î+Ù*è1åïÎ,ÙLÐð8ß×ﬃÚ3â+×ÓÞ Î,Ù*ÞÙÕEÞdÙß7ÙãñîÑﬃîEòAÙãÕﬃÚEß vergavimu. Iš (1.6 óàIÚCØdè1×(Ð*ôÎè1Ó;ÞLÑEÞ:ÙÔÖÕ7ÓGî
(1.7 óOÎ5ÏØIÑ(é3ÙÎÄÑ8ØÓÊåﬁÕ8çﬃÙ*çÓAÐåßEÞ×(Î#Î5ÏGØ Ñ(é3Ù×7Ù õ  
( ) )(1)(1lim xLxdcF nnn
n
−=⋅+−
∞→
                                                                                             (1.8) 
ö
ÙØ5é5×EÞ:Ù*ß7ìﬃØ6Ù*ÛﬃÙ*ß(ì skirstinio funkcijos )(xF ÞÓAé5ÕﬃÏKðﬃÓòÑ8èôﬁÕ7Ùèå  )(Fω : 
{ }1)(:sup)( <= xFxFω ,                                                                                                           (1.9) 
o apatin ÷ – 
 { }0)(:inf)( >= xFxFα .                                                                                                         (1.10) 
Akivaizdu, kad )(Fω yra arba baigtinis, arba +∞=)(Fω  ir )(Fα  yra arba baigtinis, arba −∞=)(Fα . 
Pateiksime stochastini øNù@ú*û7ú*ùü8ùøjý6ú*þ7úûß   ßCýßù   
 
1.1 Teorema. Tarkime, kad −∞=)(Fα , ir jeigu egzistuoja tokia konstanta 0>γ , kai su visais 0>x  
	

ú ﬁý,ú   
( )
( )
γ−
−∞→
= x
tF
txF
t
lim ,                                                                                                                      (1.11) 
tuomet egzsituoja tokios konstantos 0>nd , su kuriomis: 
{ } ( )xLxdWP nn
n
γ,1lim =<
∞→
;                                                                                                       (1.12) 

ú ( ) ( )

>
<−
=
−
−−
.0,1
,0,1
,1
x
xe
xL
x
γ
γ                                                                                                           (1.13) 
Normavimo konstantos nd
	

úﬃþﬀ

úﬂﬁﬂﬁý6ú*ûﬂﬃ

ﬂ 

ﬃ7úüNþﬀ! Cü"  
( ) 


 ≤=
n
xFxd n
1
:sup .                                                                                                          (1.14) 
 
1.2 Teorema. Tarkime, kad )(Fα  baigtinis. Pa #$ù%ﬃ7úùß ﬁﬂ& %ú' ﬃ7úý(   8ù) *:ü8ûﬂﬃ,+Aú -
( ) ( ) 


−=
x
FFxF 1* α , 0<x . Jeigu egzistuoja tokia konstanta 0>γ , kad su visais 0>x  galioja 
 ﬁý+ú   
( )
( )
γ−
−∞→
= x
tF
txF
t *
*
lim ,                                                                                                                     (1.15) 
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tuomet egzsituoja tokios konstantos nc , 0>nd , su kuriomis: 
{ } ( )xLxdcWP nnn
n
γ,2lim =+<
∞→
;                                                                                               (1.16) 
.&/0 ( ) 

<
≥−
=
−
.0,0
,0,1
,2
x
xe
xL
xγ
γ                                                                                                              (1.17) 
Normavimo konstantos nc , nd 1
0&2/ﬂ3ﬀ465/ﬂ7ﬂ0$8(/9ﬀ:ﬀ5<;ﬂ=>5;:,/@?A3ﬂ4,B6?"C
 
( )Fcn α=                                                                                                                                 (1.18) 
( ) ( )F
n
xFxd n α−


 ≤= 1:sup .                                                                                               (1.19) 
 
1.3 Teorema. Tarkime, kad 
( )
( )
∫ ∞<a
F
dyyF
α
,                                                                                                                         (1.20) 
kai a baigtinis. 
DE0$F$GﬂHI kime J ?ﬀ9ﬀ:!K&/ LNM  
( ) ( ) ( )( )∫=
t
F
dyyF
tF
tr
α
1
, kai ( )Ft α> .                                                                                        (1.21) 
Jeigu 
( )
( )( )
( )
x
Ft
e
tF
txrtF
=
+
→α
lim , Rx ∈ ,                                                                                                 (1.22) 
tuomet egzistuoja tokios konstantos nc  ir 0>nd , su kuriomis 
( )xLx
d
cW
P
n
nn
3→



<
−
;                                                                                                        (1.23) 
.&/0 ( ) xeexL −−= 13 , ∞<<∞− x .                                                                                                      (1.24) 
 Normavimo konstantos nc  ir 0>nd 1
02/ﬂ3ﬂ465/ﬂ7,0$8(/@9ﬂ:65;ﬂ=>5<; :!/@?O3ﬂ4,B6?"C
 



 ≤=
n
xFxcn
1)(:sup ,                                                                                                           (1.25) 
( )nn crd = .                                                                                                                               (1.26) 
 P
Q
;8
Q
HSR
 formuluot I s /8UTV8W;ﬀBGﬀHX0 i pateikti [2]. 
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1.3. k-7Ï-Ï$3$7,1,Ï(.675(080Ï5,%,1 7(25(0$  
 
 YNZ&[]\^,\_[`&[ nXXX ,,, 21 a ^ﬀb(`dc,Zfeﬀb([@gh`fi!jk6l)[m[Vbon<iﬀb([pnqre,`s[Vqde,`&j-['jg![@b(jtn'^ﬀlkvuwiﬂcﬀgﬂx[ yq ( )zF , tai 
pasiskirstymo funkcija: 
( )( ) ( )( ) ( )( )∑−
=
−
−−=<
1
0
11
k
t
tntt
n
n
k zFzFCzXP                                                                              (1.27) 
 z {W|ﬀ}6~ﬀ,<@6< 2]. 
 
  Łf}ﬂ$,ﬂX~ﬂ{WO@t!|ﬂ<!<|6!|X}~,}|,'t@{(W~ﬀ)|Xﬀﬂ,& -|ﬂft$,X tapatinamas su 
wﬀﬂX|6'ﬂ{W|$|')V@ﬀ$ ﬀ¡¢,w£'V!W{,|N 1.4 teorema [2]. 
 
1.4 Teorema. Tarkime nc  ir 0>nd  – skai ¤V¥¦$!|ﬂS@{ 1≥k  – (,§ﬂ&-@{(@ﬂ6<ﬂ&V,&St,&'¤&@! 
Pasiskirstymo funkcija 
 ( ) ( )( )xdcXPxdcF nnnknnnk +<=+:                                                                                          (1.28) 
silpnai konverguoja, kai ∞→n ¢¨<$ w@ﬀ{£d,©'ﬂ@V£dﬂt!{(W~ﬂX|ªwﬂﬀ!f -£  ( )( )xL k  tada ir tik 
tada, kai pasiskirstymo funkcija 
 ( ) ( )xdcFxdcL nnnnnn +=+ :1                                                                                                    (1.29) 
-@ﬀ!ﬀ,|6ﬀﬂf{W!|N«¢ﬂ,&'©-'ﬀ@X!'£wﬂﬀﬂ -£
( )xL .  
Tada 
 
( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )∑−
=
<<−−−−=
1
0
L   ,1log
!
111
k
t
tk LxxL
t
xLxL ωα ;                                              (1.30) 
¤&mwﬀﬂ, -
( )xL ﬂ&'ﬂﬂ¬6wﬂ,'$,o©­wﬀﬂ, ¥ ( )xL γ,1 , ( )xL γ,2  arba ( )xL3 : 
( ) ( )

>
<−
=
−
−−
.0,1
,0,1
,1
x
xe
xL
x
γ
γ  
( ) 

<
≥−
=
−
.0,0
,0,1
,2
x
xe
xL
xγ
γ  
( ) xeexL −−= 13 , ∞<<∞− x . 
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1.4. 3(5. /,027(25(0$  
 
1.5 Teorema. Tarkime, kad 
( ) ( )xx
d
cX
P
n
n
n
k Φ→



<
−
,                                                                                                      (1.31) 
( )xAx
n
N
P n →


< , ( ) 00 =+A ,                                                                                            (1.32) 
kai ∞→n . 
®]¯°
 
( )xΦ  ir ( )xA  yra skirstinio funkcijos. 
Tada 
( ) ( )xx
d
cX
P k
n
n
N
k
n
Ψ→



<
−
;                                                                                                  (1.33) 
±
¯°
 
( ) ( )( ) ( )zdAxzux kk ∫∞ Γ=Ψ
0
,                                                                                                             (1.34) 
( ) ( ) dueukz
z
uk
k ∫ −−
−
=Γ
0
1
!1
1
,                                                                                                      (1.35) 
o funkcijos ( )xu  galimos išraiškos yra tokios: 
1) ( ) 

>
≤
=
0,
0,0
xx
x
xu α ;                                                                                                                (1.36) 
2) ( ) ( )


>∞
≤−
=
0,
0,
x
xx
xu
α
;                                                                                                           (1.37) 
3) ( ) xexu = , +∞<<∞− x .                                                                                                    (1.38) 
 
Teoremos formuluot ²]³
°N´<µ¯@¶6´<°A·
3]. 
Monografijoje [2] yra pateikta skirstinio funkcijos ( )xΦ  išraiška: 
( ) ( ) ( )∑−
=
−
−=Φ
1
0 !
1
k
t
t
xu
t
xu
ex .                                                                                                         (1.39) 
Monografijos [2] ¸¹ﬀº µ$»¯ º ¯¼>´<°f¯ﬂ½ﬂ¾6´¿XÀwÁﬀ»ﬂ¶ﬂÂ&¯ Ã° ( )( )xL k  (1.30) ir 
 
( ) ( )xuexL −−= 1 .                                                                                                                        (1.40) 
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2. TIRIAMOJI DALIS 
 
 ÄÅÆÇNÈ¦ÉﬂÊÅ'ËﬀÅÊÌ)ÆÇ-ÆÎÍﬂÊ$ÏÉ!ÆÎÍﬀÊ&Ð@Ñ-Ç-ÈÓÒﬂÔÕWÖwÊ$ÖÊÔ,×mØﬂÔﬀÏ(ÅAÅÙÉ,È$Ò!ÍÏWÆÇ-ÆÇÈªÍ6ÊÐÑ-ÇÈ¦Ú!ÊÖ<ÈÅ@ØÖ<ÛÜÖ<ÈfÆ6ÏWÈÌSÛÝË6ÊÐ'ÅÉﬀÞﬀÖÅ
taikoma logist Å@Ò!ÅÛÜÍÑ,ÍßÅÛàÌÅÒ!Å@ÌSÔﬀÌXÛàÏ(Å@ÉÅVÒ!Å ams skirstiniams nustatyti. áoÚÕ(ØﬂÊÅVâ&ÅÔ,ÆÇÔãÒ!ÆÏÌ)ÊÐÅVä&Êå,ÅVÌÆ
konstantas nc  ir 0>nd æEÄÅ@ÛçÏÈ$äÔÐÖ<Ê$ÖÛÌÊ$ÒèÏWÈÅ@Ø!ÅVÊOÖ<ÆﬂÐÅVÌSÈÕtÒÅVÊÌéÖ'ÑﬀÏtÅVÌSÔ!Å<æ Tolimesnio tyrimo objektas – 
apatiniai ekstremumai. K Ê&ÅãÅ@ÌÖÅÈ&ÕêÖÞ ris yra atsitiktinis geometrinis, ÖÊ&Å@Ø,ÊÔëÚ,È$ÏØ,ì&ÐÅ@ÌXÆíÖwÈ&ÆÏÈ$Ìîæ
Logistini Û ÍÑ,Í6ßÅ ÛïÊfÚ,ÊNÖ<ÅÒ!Å@ÔÕðÈ$Ø!Õ(ÖÏWÈfÌÔﬂÌÔ!Õ  normuoju ÕtÔñÖÆÌXÅÕíÚ!ÊfâÅÆÌ)Å'ÕòØ,Æ6Ò6Ö<ÊÒ tomis kaip ir 
minimumus. Ieškau tokio Ê$Ú!Ê$ÖÅ@Ò,ÅVÛSÈ$Ø!ÕtÖÏWÈÌÔﬂÌÛÒ,ÆÏÌXÊå!Å@Ì o, su kuriuo ÐÆﬀËﬀÅ<ÕWÖÅ@Ò!Å@ÛXÍÑ,Í6ßÅ@Û ÕØ!ÅVÏtÕ(ÖÅVÒ!ÅVÊÅ,É6ÞﬀÖÛ
geometriš Ø!Ê&ÅÕWÖ<ÊÉ!Å'ÐVÞ!Õ  minimumo skirstiniai arba asimptotiškai k- Õ(ÖÊÉ!ÅÐVÞ!Õæ  
 
2.1. /2*,67,1,Ï'<'ä,Ï0,1,080Ï$6,03727,.$  
 
Tarkime, kad imtis ),...,,( 21 nXXX  óﬂôtõvö÷rø'ùﬀúﬀöûtüwöýﬂþ&ûrúﬀß$ý,ßôWõøö@ýﬂþû õ&ö

þû ûêû!ö@ôtûWüöVý!ö'ù6ý
	ö õ
( ) ( )+∞∞−∈
+
=
−
;     ,
1
1
x
e
xF
x
                                                                                                 (2.1) 

õûöVýﬂõﬀùﬂõ)ööVý,öOô(ö

öVýﬂþöûUü<ßfù6ôWßù)öûﬀVôWùóûöXß 2.1 ü<ß&ùôWßﬁﬂ  
 
2.1 Teorema. ﬃ ßföú ó
!6öõ&öﬀóﬂôWõøùﬂúﬀöû(üö@ýöVõö"ü<õö  
( )xu
n
nn
n
ex
d
cW
P −
∞→
−=



<
− 1lim ;                                                                                                 (2.2) 
#
öõ ( ) xexu = , ( )+∞∞−∈ ; x ﬀù ý!ùô$õ&ø'ö"%fõ&!ö'Xù(ﬂùýûWü<õý6üõû ú6õ&øö'Sõ*),õ$ôtöVýﬀü<öﬀü<ùö' + -,  
ncn ln−= , 1=nd .                                                                                                                     (2.3) 
 .
/01
24365798
  
Kadangi ( ) −∞=Fα :;=<>@?A?'B
CDE>FGH?JIKLGNMOP>@QSRT  
( )aa a y
y
y ee
dye
e
dy
+=
+
=
+∫ ∫
∞− ∞−
−
1ln
11
                                                                                                           (2.4) 
U
C<?"B(VWXB  
( )
( )
∫ ∞<a
F
dyyF
α
, kai a  – baigtinis. 
Dabar funkcija 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
tt
t
F
eedyyF
tF
tr +⋅+== −∫ 1ln11
α
.                                                                                          (2.5) 
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YZ[@\"]\'^_=`E[NabdcP\e
f
: 
( )
( )( )
( ) ( ) ( ) =+
+
=
+
++−−
−
−∞→→
− 1ln11
1limlim tt
eext
t
tFt e
e
tF
txrtF
α ( ) ( ) =++
+
−+−
−∞→
t
extt
t
t
ee
e
11
1lim
( ) ( ) ( ) ( )
=



++
+
=



++
+
=
+−
−∞→+−−∞→
− t
t
tt
t
ex
e
tt
t
texe
e
tt
t
t
ee
e
ee
e
1111
1
1lim
1
1lim ,1 x
x
e
e
=
−
Rx ∈ . 
T
_Z\'^ egh^jikblZ\l[am_n
1.3 iob@_cpbam_nqnfrJs
t_
nu\'c  
( )xLx
d
cW
P
n
nn
n
=



<
−
∞→
lim ;                                                                                                                (2.6) 
]@\v[ ( ) xeexL −−= 1 , Rx ∈ . 
Rasime normalizavimo konstantas: 
ne n
c
1
1
1
=
+ −
,  
( )1ln −−= ncn . 
Kadangi ( ) nn ln~1ln −−−  , kai ∞→n , tai galime imti ncn ln−= . 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 


++=
+
+=++== −
n
n
n
n
neecrd nnnn
11ln11ln11ln1 lnln . 
Kadangi 
( ) 1~11ln1 


++
n
n , kai ∞→n w
ik_hxyr
t[@rS\'ambH\'a i\
1=nd . 
z
_Z\"^(egh^
 
( ) xen enxWP −−→−< 1ln .                                                                                                                 (2.7) 
z
by_cPbam_n{ikby\"t\'ls|n~}
[NtcPkni[yn
 
 
2.2. 3(5. /,027(25(0$ /2*,67,1,Ï'<'ä,Ï$3$7,1,$06
EKSTREMUMAMS 
 
Tarkime, kad imties ),...,,( 21 NXXX
e[Nx$`bHnp^
h[c$sik[d[cP\S[@N\lxdby\SrJ^ix
 
)()(
2
)(
1 ...
N
N
NN XXX ≤≤≤ .                                                                                                           (2.8) 

\"[
 
( )NN XXX ,,min 1)(1 = ,                                                                                                           (2.9) 
( )NNN XXX ,,max 1)( = .                                                                                                        (2.10) 
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Imkime k- ŁL
SpmŁ  
)(N
kX  ( ∞→N @yk|'
@ o k – fiksuotas). 
Atsitiktinis dydis nNN =  yra geometrinis: 
( )
1111
−



−==
s
nn
sNP , 1≥s .                                                                                                (2.11) 
 
2.2 Teorema. 9Nv  
 ¡" i yra logistiniai, o nNN =  – geometrinis, nepriklausantis nuo jX , 1≥j , 
tai 
( ) ( )xx
d
cX
P k
n
n
N
k
n
Ψ=



<
−
∞→
lim ;                                                                                               (2.12) 
¢
v  
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Panaudodami keit »¼½  
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Pasinau ÉÊ=ÇE¿NÁËHÀËNÊÁmËÌvÍP»'¼Î@ÏÑÐÍpÊÀÍPËyÏ9» ÇÊÏ~Å ¼
¿Í»'ÒÏPÄÁ6ÊÏ§Â$ÊÍÁ Ä|Ó"Ë , gauname: 
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, 1≥k  – fiksuotas.                                                                                      (2.19) 
Konstantas nc  ir nd  galime imti iš 2.1 teoremos: 
ncn ln−= ,                                                                                                                               (2.20) 
1=nd .                                                                                                                                      (2.21) 
Ô
ËyÊÍPËÁ¿Õ½'ÍpÊÉÖÌk¿×  
 
2.3. $76,7,.7,1,26.$,ý,$86/2*,67,1, Ï'<'ä,Ï$3$7,1,Ï
(.675(080Ï6.,567,1,$,  
 
Tarkime, kad ),...,,( 21 nXXX  yra papr ØyÙÚkÛ=ÜÝuØÚÙ9ÝJÚLÝ'ÞÚÝßàáÝ'â ÚLÝSÙ(ÝoãåäæßæçpØyèvÝ'ß
à@Ù(ØyÝ'é
àyÙ(Ùêëè"ÛäÝoÙPÚkÝ"ß
æ
skirstinio funkcija F, t.y. 
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øùöúû*óüvýûLþß 
óyö|öJúü$ö"û@ù{üõPöSù ( )pNN =  õPóÃóüù9öJüöüö'÷|övùuö'õ ÷û	õPö
Só	ùúóyùÑ÷åý
övù 1, ≥jX j .                                     
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ôûúûüoõPö'÷ß ùö"õPùpüö'÷|ß ü    
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2.3 Teorema. Jei VH B H <2>WA
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kai 0→p . 
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agrin X J AD H  pirmojo apatinio ekstremumo (minimumo) >NK7n H mo` . Ieškosime šio normuoto 
ekstremumo pasiskirstymo funkcijos išraiškos, pasinaudodami (2.28) formule: 
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Vadinasi, normuoto pirmojo apatinio ekstremumo (minimumo) skirstinys yra logistinis. Taigi 
logistinis skirstinys (kai 1=k ) yra geometriškai stabilus minimumo skirstinys. 
prq?sﬂtu	v:wyxOwﬃs#qw*vhsﬂz{^|q%v:}r~}tﬂ87
 
 
Tirsime *Lx7q?}r~Nﬂ	{!*xO|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Vadinasi, logistinis skirstinys (kai 2=k ) yra asimptotiškai k-stabilus.  
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Naudodami gautus rezultatus, ieškome normuoto apatinio ekstremumo pasiskirstymo funkcijos 
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Taigi logistinis skirstinys (kai 3=k ) yra asimptotiškai k-stabilus. 
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2.4. KONVERGAVIMO GREITIS 
 
Atvejui, kai 2=k  n5opﬂqr
qs osime paklaidas t]o*u vw2xhyDz p/w*q{#u|zyDx
q}i~ *pﬂnqyqvo*}iph{}iqFoyDpn x  ir 
p reikšmes: 
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prieduose. 
Gauti rezultatai pateikiami 2.1 ir 2.2 paveiksluose. Kiti gauti rezultatai pateikiami prieduose. 
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2.2 pav. Paklaidos ( )px,2∆ ﬁﬀﬃﬂﬁ "!$#&%')(+*))!& , esant skirtingoms fiksuotoms teigiamoms x 
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IŠVADOS 
 
3
 Logistinis skirstinys (kai 1=k ) yra geometriškai stabilus minimumo skirstinys; 
3
 Logistinis skirstinys (kai 2=k  ir 3=k ) yra asimptotiškai k-stabilus minimumo skirstinys, be to 
nereikia reikalauti, kad 
n
p 1=  (kaip p 4576$8:9ﬃ;=<1>@?A4B>C5D4E<1>$FHGE?JI$4LK0M$NDOCMQP?R4SQ6GBOC6$G-T 0→p ; 
3
 Hi U >?4BV-8QW Logistinis skirstinys yra asimptotiškai k-stabilus minimumo skirstinys, t.y. 
( )( ) ( )xFxpXP kNk →<− ln , 2≥k , 
kai 0→= npp  ( ∞→n ); 
3
 XYU
FZ6G-;\[B;\GICMﬁF]GSC?ﬃ5^> jo normuoto apatinio ekstremumo skirstinio ir logistinio skirstinio kvadrato 
F_6;=5L?ﬃMQ<a`@b U GB69cG:;\TCG:F_NedCG29\;f<14 U G:TCG5LgC?A;Q?A>6;cG:Fh;ﬃi^IGBTQG:FW  
j
;=6F_GICMﬁFlk&5D4-;c6ﬁiD<amBO
U
G6ﬁ9cGB;cT$>Fl<aGP28AK0G:O26G:;
U
G5A?R8AKnG prie 0; 
k&5^4-;=6)i^<a8E<1Fl?>$9ﬃF^?GSQ?po ∞+  ir ∞− O$F_6;=5L?ﬃMQ<aG-Fqd25^4-;=?RGB;G5L?J8AKnG prie 0. 
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1. PRIEDAS 
ProgramÐ tekstai 
 
%----------------------------------------------------------------------------------------------- 
%----------Scenarijaus failas paklaidosp.m----------------------------------------------- 
%--Programa vaizduoja paklaidu priklausomybe nuo p esant fiksuotai x reiksmei 
%----------------------------------------------------------------------------------------------- 
x=input('Iveskite x reiksme:\n'); 
p=input('Iveskite p reiksme: 0<p<1:\n'); 
eile=input('Iveskite tiksluma, iki kurio mazinsime p reiksme:\n'); 
m=[]; 
rskirtumas=[]; 
l=[]; 
rp=[]; 
pirminis=p; 
if p>eile; 
    while p>=eile; 
        skirtumas=(p*(p*exp(-2*x)+1-exp(-x)+2*p*exp(-x))+exp(-x))/((p+exp(-x))*(1+exp(-x))^2)-                                
1/((1+exp(-x))^2); 
        m=[rskirtumas;[skirtumas]]; 
        rskirtumas=m; 
        l=[rp;[p]]; 
        rp=l; 
        p=p-eile; 
    end 
plot(rp,rskirtumas,'r'); 
axis([0 pirminis min(rskirtumas) max(rskirtumas)]); 
xlabel('p reiksmes'); 
ylabel('paklaidos reiksmes'); 
        else 
            skirtumas=(p*(p*exp(-2*x)+1-exp(-x)+2*p*exp(-x))+exp(-x))/((p+exp(-x))*(1+exp(- x))^2)-
1/((1+exp(-x))^2); 
            m=[rskirtumas;[skirtumas]]; 
            rskirtumas=m; 
            l=[rp;[p]]; 
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            rp=l; 
        end 
disp('paklaidos reiksmes:'); 
disp(rskirtumas); 
disp('p reiksmes:'); 
disp(rp) 
 
%---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
%----------Scenarijaus failas paklaidosx.m--------------------------------------------------------------------- 
%--Programa vaizduoja paklaidu priklausomybe nuo x esant fiksuotai p reiksmei----------------------- 
%---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
p=input('Iveskite p reiksme:0<p<1:\n'); 
xneig=input('Iveskite x reiksmiu kitimo intervalo pradzia:\n'); 
xteig=input('Iveskite x reiksmiu kitimo intervalo gala:\n'); 
m=[]; 
rskirtumas=[]; 
l=[]; 
rx=[]; 
for x=xneig:xteig; 
    skirtumas=(p*(p*exp(-2*x)+1-exp(-x)+2*p*exp(-x))+exp(-x))/((p+exp(-x))*(1+exp(-x))^2)-
1/((1+exp(-x))^2); 
    m=[rskirtumas;[skirtumas]]; 
    rskirtumas=m; 
    l=[rx;[x]]; 
    rx=l; 
end 
plot(rx,rskirtumas,'r'); 
axis([xneig xteig min(rskirtumas) max(rskirtumas)]); 
xlabel('x reiksmes'); 
ylabel('paklaidos reiksmes'); 
disp(rskirtumas); 
disp(rx) 
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2. PRIEDAS 
3DNODLGÐ ( )px,2∆  DQDOL]¡VUH]XOWDWDL  
³ ´bµ ´ﬃ¶ ·b¸ ¹ ·b¸ ¹&º »b¼ ½ »b¼ ½b¾ ¿bÀ Á ¿bÀ ÁbÂ ÃbÄ Å ÃbÄ ÅbÆ ÃbÄ Æ
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ÏxÐ ÑﬃÒ ÓÕÔﬁÖ×ÑﬂÔ
ØÙ
ÚÛ
Ù
ÜÝ Þß
àá
Ü
Ú
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1 pav. Paklaidos ( )px,2∆ ãPä]åﬂæçbèéêëìîíPï ð ñóòóôîõ , kai x=-4, tikslumas=0.0001 
 
ö ÷bø ÷ﬃù ÷bø ú ÷bø ú&ù ÷bø û ÷bø ûbù ÷bø ü ÷bø üﬃù ÷bø ý ÷bø ý8ù ÷bø ù
÷
û
ý
þ
ß
 

   
 	
 	









ﬀ


 
 
2 pav. Paklaidos ( )px,2∆ ﬁﬃﬂ !#"$&%#')(+*-,ﬃ.0/ 10203-4ﬃ57608:97;=< -3, tikslumas=0.0001 
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3 pav. Paklaidos ( )px,2∆ \ﬃ] ^_#`a&b#c)d+e-fﬃg0hji0b0d-\ﬃk7_0a:^7l=m -2, tikslumas=0.0001 
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4 pav. Paklaidos ( )px,2∆ ﬃ Ł#&#)+-ﬃ0  nuo p, kai x=0, tikslumas=0.0001 
 
 
  
35 
  A    C        A    G  

 AH

 A

 HA

 H

 

 

 AH

 H
   ¡¢£¢
¤¥
¦§
¥
¨© ª«
¬­
¨
¦
«
®
­
«
 
 
5 pav. Paklaidos ( )px,2∆ ¯ﬃ° ±²#³´&µ#¶)·+¸-¹ﬃº0»  nuo p, kai x=2, tikslumas=0.0001 
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6 pav. Paklaidos ( )px,2∆ ¯ﬃ° ±²#³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11 pav. Paklaidos ( )px,2∆ ﬀﬁﬃﬂﬀ! #"%$'&(%ﬂ*),+-(.(ﬀ/10-230-0.4  
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12 pav. Paklaidos ( )px,2∆ K#LMNOPﬀQRTS-U!V#W%X  nuo x, kai p=0.0005 
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¸º¹»¶¼%½¬»³¹¾
 
Paklaidos ( )px,2∆  
 
Paklaidos ( )px,2∆  p 
x=-10 x=-5 x=0 x=5 x=10 
0,5 1,13487E-05 0,001656434 0,0417 2,2099E-05 1,03039E-09 
0,4 7,26303E-06 0,001057256 0,0143 -0,00128996 -9,07731E-06 
0,3 4,08532E-06 0,000591754 -0,006 -0,00258767 -1,8155E-05 
0,2 1,81557E-06 0,000260196 -0,017 -0,00385016 -2,72309E-05 
0,1 4,53791E-07 6,28547E-05 -0,016 -0,00497852 -3,63E-05 
0,09 3,67552E-07 5,05128E-05 -0,015 -0,00506796 -3,72056E-05 
0,08 2,90394E-07 3,95161E-05 -0,014 -0,00514726 -3,81107E-05 
0,07 2,22315E-07 2,98648E-05 -0,013 -0,00521246 -3,90149E-05 
0,06 1,63316E-07 2,15592E-05 -0,012 -0,00525722 -3,9918E-05 
0,05 1,13397E-07 1,45995E-05 -0,01 -0,00527073 -4,08191E-05 
0,04 7,25573E-08 8,98604E-06 -0,008 -0,00523294 -4,17167E-05 
0,03 4,07981E-08 4,7191E-06 -0,007 -0,00510194 -4,26075E-05 
0,02 1,81187E-08 1,79893E-06 -0,005 -0,00477317 -4,34812E-05 
0,01 4,51938E-09 2,25807E-07 -0,002 -0,00389214 -4,42868E-05 
0,009 3,65884E-09 1,42592E-07 -0,002 -0,00373314 -4,43549E-05 
0,008 2,88911E-09 7,28513E-08 -0,002 -0,00355074 -4,44174E-05 
0,007 2,21017E-09 1,65841E-08 -0,002 -0,00333985 -4,44718E-05 
0,006 1,62203E-09 -2,62092E-08 -0,001 -0,00309375 -4,45142E-05 
0,005 1,12469E-09 -5,55283E-08 -0,001 -0,00280345 -4,45374E-05 
0,004 7,18155E-10 -7,13728E-08 -1E-03 -0,00245659 -4,45272E-05 
0,003 4,02416E-10 -7,37425E-08 -7E-04 -0,00203576 -4,44507E-05 
0,002 1,77478E-10 -6,26371E-08 -5E-04 -0,00151554 -4,42106E-05 
0,001 4,3339E-11 -3,80564E-08 -2E-04 -0,00085743 -4,33375E-05 
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3. PRIEDAS  
3UDQHãLPR³9LUãXWLQL ÐHNVWUHPXPÐDVLPSWRWLND´ PHGåLDJD 
 
 Tarkime, kad ),...,,( 21 nXXX ¿-ÀqÁÃÂﬀÁ¡Â.ÀqÁÅÄ[ÆÇ?ÈTÉ°ÁÆÊÄ8É=ÆÊÉ3Ë.ÆÊÉÍÌ Î ÏÑÐ!ÒÏÓÔÏÕ×Ö«ØÙ,ØÚqÛÅÜÏÍÙ-Ý Þàß¶áÍâﬀã äÔäæåçäéè,êÍë[äæìê3íêÑî
ïÊð-ñ.ò,ó³ô õﬃöø÷]ù«ú-ðﬀû.ö¡üqýßþ ﬀöüqôÑö ó³ôÍñ 
	 
 
           
)()(
2
)(
1 ...
n
n
nn XXX ≤≤≤ . 
 ﬁﬀﬂﬃ "!#%$'&ﬁ!)( * +-,/.1020354)0 61784 9;:=<'> nNN =  yra atsitiktinis ir nepriklau >@?ACB1>ED;Fﬁ?HGﬁ<'> I
1, ≥jX j . Tirsime netiesiškai normuoto kraštinio nario )( 1NknX +− JLK
M/NPORQTS  
 UWVYX[Z]\^`_1abZ/VcedﬁXPVgf)hZﬁ\ VXP_YV1ij\k@l@k m=n/opqpr"m=s%n]o { }1, ≥nvn , su kuria 
 
γγ →−= ))(1( nn vFn ,                                                                                                              (3.1)  
kai ∞→n . 
tvuYw%x;yz%{}|y~ )()( xAxNP nn =< . 
 Teorema. Tarkime, kad skirstinio funkcija )(xAn 
~Y/{]|ﬁu 1ﬁbﬁ
 
 
)()( xAnxAn → , kai ∞→n .  
Tada: 
 Jeigu yra (3.1), tai 
 )()( )()( 1 γknNkn HvXP →<+− , 
kai ∞→n . 
 Ł=}=T]');/ﬁ @Ł
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4. PRIEDAS 
3UDQHãLPR³$SDWLQL ÐHNVWUHPXPÐDVLPSWRWLQLDLW\ULPDL ´ PHGåLDJD  
 
Tarkime, kad ),...,2,1( nXXX ¹;ºP»½¼ﬁ»%¼/ºP»¾=¿TÀÂÁLÃÄ»%¿¾ﬃÃ·¿ÅÃÆb¿Ã Ç/ÈÉÃÊ5¿)Ã
¾ÃjËÌbÍÇﬁÍ%º»1Î'ÃÇ/È1¾»1ÃÏﬁÈ¾5¾ÂÐ-Î'À;Ì;Ãj¾¿TÃÇ]Í
skirstinio funkcija F, t.y. 
( ) ( )+∞∞−∈
−+
= ;     ;
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1
xxe
xF .                                                                                               (4.1) 
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1 ...
n
n
nn XXX ≤≤≤ .                                                                                                             (4.2) 
×
»ÌºÃÇﬁÈ¾ ÃÊ`Í»L¿'ÓﬁÍÅÁRØ ÙbÆﬁ»Ã]ÃÊ5¿)Ã
Í1¾Ú¿TÛ;ºÃ
¾ nNN = ¹ﬁºP»»L¿¾ÜÃ·¿Ã Æ¿ÃÇ}Ã'¾ÝÃºÞÇﬁÍ%¼;º=ÃÆ]Î'»%Ð]¾@ÀÊ`»1¾¶Ç;Ð]ÀÓﬁÃ'¾Âß 1, ≥jX j .                                     
Tarkime, kad imties t Û;º=Ã
¾W¼/»1¾ÜÃ
¾ÂÆ]Ãº)¿jÕ¾¶¼ﬁ»1Ìb»1Î]Ì;Í1ÀbÊ"ÍL¿jºÃÇ]Øà¾=Æ]Ã º¾P¿ÃÇ}Ø Ù¿á ¹vá  
( ) ( ) 11 −−⋅== mn ppmNP , 1≥m                                                                                               (4.3) 
Tirsime normuoto kraštinio nario )(NkX »L¿'ÓﬁÍÅÁRØTá  
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pasiskirstymo funkcijai rasti: 
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Teorema. 	

 ﬁﬀﬂﬃﬁ! "ﬂ#	$%&$'ﬃﬁ(*)+','ﬂ-ﬁ .ﬂ#ﬂ0/ 4. 12354768:9.6;<&9>=?ﬁ6-<A@?ﬁBDCBE<F6<HG%6?ﬁ<ﬁ9-I<JCBLK'BM
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